V' Vektoranalysis

V' Vektoranalysis

V Vektoranalysis

V.1 Vektor-ldentitiaten

(aAb)Ac=(a-c)b—(b-c)a (V.1)
VAV® =0 (V.2)
V-A(VALE)=0 (V.3)
V- (ef) =0V -f4+£f-VOP (V.4)
VA(@PE)=DdVAF+ (VO)AS (V.5)
VA(EAg)=(g V)If—(f V)g+£(V-g)—g(V-f) (V.6)
V-frg)=g- (VAE)—f-(VAg) (V.7)
Vf-g)=fA(VAg) +gAN(VAE)+(f-V)g+ (g V)f (V.8)
1
(f-V)f = (VAF) /\f+V(§f2) (V.9)
Af =V(V-f) = VA (VAT (V.10)
V.2 Satz von GauB

Satz von Gaul}

/ f-ndA:/ V- -£dV Dbzw. / fjnj dAZ/ fjvj dVv (V.ll)
A 1% A 1%

Konsequenz 1

/ dn dA = / Vo dV  bzw. / ®n; dA = / o0 av (V.12)
A 14 A v Ox;

Konsequenz 2

/O'ijnj dA :/ Oij,j dV (VlS)
A 1%

Konsequenz 3

/f/\ndA:—/V/\de (V.14)
A 14
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V.3 Satz von Stokes

Konsequenz 4

/ (VD) -ndA — / A® v (V.15)
A 1%
Konsequenz 5 (1. Greenscher Satz)
ov
d— dA = / (PAY + VO - V) dV (V.16)
A On 1%
Konsequenz 6 (2. Greenscher Satz)
v )
/ <I>a— — \Ila— dA = / (PAY — WAD) dV (V.17)
A (9n 371 \Va
V.3 Satz von Stokes
Satz von Stokes
/f-dx:/(V/\f)-ndA (V.18)
c A
Konsequenz 1
/ dz +vd /<av au)dd (V.19)
wdr +vdy= ——— | dx .
c 7 Ja\oz T oy Y
Konsequenz 2
/ b dx = — / (V®) AndA (V.20)
c A
V.4 Zylinderkoordinaten
Umrechnung
x=rcosp, y=rsingp, z==z (V.21)
r=+z?+y? tangng, z=1z (V.22)
x
e =cospe, +sinpe,, e,=—sinpe,+cospe, e, =e; (V.23)
e, =cospe.—sinpe, e€,=sinpe,+cospe, e, =e; (V.24)
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V' Vektoranalysis V.4 Zylinderkoordinaten

Ableitung der Einheitsvektoren Die ersten Ableitungen der Einheitsvektoren nach r, ¢ und z

sind null bis auf

oe, Oe,
ger _ %o _ e, 2
90 €y, P e (V.25)
Gradient 50 L 90 50
Vo = Eer + ;%e@ + %ez (V.26)
Divergenz
10 10f of.
== (rf)+ -2 4+ 22 2
v r@r(Tf)+r8<,0+ 0z (V.27)
Rotation
e Te, e,
119 o0 0
f - 9 9 9 2
VA r| or Jdp 0z (V.28)
Ir rfso f=
1 afz afcp 8f7“ afz 1 8(.]0907') Oou,
= (==-32 —~ - - 2
(r dp Oz ert+ 09z or )% + r or Do e (V.29)
Laplace—Operator (skalar)
o’ 109 106°®  0*®
A(I)—wﬁ-;a-f—ﬁa—wﬁ-w (VBO)
Laplace—Operator (vektoriell)
1 of. 1 Ofr
Af = <Afr — 2 [fr + 28—;]> e+ <Af¢ ~ 3 [fq, -2 8@]) e, + (Af.)e, (V.31)
v 9 o 0
9 Y% 9
u V—uTa + 9o g (V.32)
Divergenz eines Tensors
B 10(opr) 1004 00z  0pp
VU(T or +r8<p+8z r )
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V' Vektoranalysis V.4 Zylinderkoordinaten

10(ovpr) 1004, 004,  0p
hl - V.33
* (T or r O0p 0z r )% ( )
n l@(amr) N laaw 00, )
r or r Op 0z
V.4.1 Waiarmeleitungsgleichung
Warmefluss o7 o7 o7
1
q=—kVT =—k (Eer + ;%ecp + %ez> (V.34)
Warmeleitungsgleichung (& = const)
or 10 (or 1 9*T  9*T
C——k|-—=—[r— S—+ = = V.35
P~ ot {r@r (Tar)+r28<p2+822] @ ( )
V.4.2 Navier—Stokes—Gleichung
Dehnraten—Tensor 9 L9 ) 5
_Ou_10up 1 _ 0w
Err = or’ Cop r 890 + —Ur, €z 92 (VBG)
o(r~tu,)  10u,
2erp =20 = r——n - R (V.37)
ou, Ou,
2er, = 2ey = .
e e % o (V.38)
10u ou
e, =26, = ———+ = .
e o R P (V.39)
Kontinuitatsgleichung (p # const)
dp 10 10 0
Kontinuitatsgleichung (p = const)
10(upr)  10u, = Ou,
- - =0 V.41
r Or r Op * 0z ( )
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V.5 Kugelkoordinaten

Navier—Stokes—Gleichung (p,n = const)

ouy Ouy ou, 1 ouy 5|
P (W T T T e T e
dp 1 8’&@
Ouy, Ouy, ou, 1 Ouy, |
<8t " or s 0z +r ¥ g +u7au¢_
10p ou, |
= R +7n (Az@, 5 [u@ 2 9 > (V.43)
—_— u —_— —_—
P\ T * 9z T % ag
op
==%, + 9. +nAu, (V.44)
V.5 Kugelkoordinaten
Umrechnung
x=rsindcosy, y=rsinvsiny, z=rcosd (V.45)
r=+z2+y>+ 22 cosﬁ:;, tancp:g (V.46)
Va2 +y?+ 22 x
e, = sindcosype, + sinvsin pe, + cosve,
ey cos 1 cos e, + cos U sin pe, — sinde, (V.47)
e, = —sinye; + cospe,
e; = sinvcospe, + cos cos pey — sin pe,
ey sin ¥ sin e, + cos ¥ sin pey — cos pe, (V.48)
e, = cosve, —sinvey

Ableitung der Einheitsvektoren
sind null bis auf

Die ersten Ableitungen der Einheitsvektoren nach r, 9 und ¢

Oe, Odey Oe, . Oey de
20 = €y, W = —€, % = smﬂe@, % = COS 19950, 8—: =e, A\ €y (V49)
Gradient 90 160 L 8
b=—e +-—— —_— .
v ar +T819€§+Tsin198goew (V-50)
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V' Vektoranalysis V.5 Kugelkoordinaten

Divergenz
10,4 1 0 1 0f,
v-i= r2 or (rfe) + rsind 619(811119]019) rsind de (V-51)
Rotation
e, rey rsinde,
1
At = |2 00

r2sind | or 00 dp

fr rfy (rsind)f,

_ 1 9 . dfg 1/ 1 df, 0
~ rsind (—19(511119]”@) N %) ety (Sinﬁ dp a(rﬁ,)) o (V.52)

1/0 ofy
+- (8_ (rfo) = 5y >
Laplace-Operator (skalar)

10 (5,00 1 9 0P 1 %0
A= =2 (222 2 (sin9 ) 4 — 2 .
<T ) T 2o 09 <sm 819) * 72 sin? ¢ Op? (V-33)

V.5.1 Warmeleitungsgleichung

Warmefluss

q:_WT:_k(aT 18T 1 orT )

- = 54
8rer+ 99° +rsin198<pe<p (V:54)

Wairmeleitungsgleichung (k = const)

or 10 (,0T 1 0 or 1 0T
SN ot —k [ﬁg ( 37‘) + r2sind 90 <s1n19 > v 72 sin2190_s02} =0 (V.35)
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