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V Vektoranalysis

V.1 Vektor–Identitäten

(a ∧ b) ∧ c = (a · c)b − (b · c)a (V.1)

∇∧∇Φ = 0 (V.2)

∇ · (∇∧ f) = 0 (V.3)

∇ · (Φf) = Φ∇ · f + f · ∇Φ (V.4)

∇∧ (Φf) = Φ∇∧ f + (∇Φ) ∧ f (V.5)

∇∧ (f ∧ g) = (g · ∇)f − (f · ∇)g + f(∇ · g) − g(∇ · f) (V.6)

∇ · (f ∧ g) = g · (∇∧ f) − f · (∇∧ g) (V.7)

∇(f · g) = f ∧ (∇∧ g) + g ∧ (∇∧ f) + (f · ∇)g + (g · ∇)f (V.8)

(f · ∇)f = (∇∧ f) ∧ f + ∇(
1
2
f2) (V.9)

∆f = ∇(∇ · f) −∇ ∧ (∇∧ f) (V.10)

V.2 Satz von Gauß

Satz von Gauß ∫
A

f · n dA =
∫

V
∇ · f dV bzw.

∫
A

fjnj dA =
∫

V
fj,j dV (V.11)

Konsequenz 1 ∫
A

Φn dA =
∫

V
∇Φ dV bzw.

∫
A

Φnj dA =
∫

V

∂Φ
∂xj

dV (V.12)

Konsequenz 2 ∫
A

σijnj dA =
∫

V
σij,j dV (V.13)

Konsequenz 3 ∫
A

f ∧ n dA = −
∫

V
∇∧ f dV (V.14)
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V Vektoranalysis V.3 Satz von Stokes

Konsequenz 4 ∫
A
(∇Φ) · n dA =

∫
V

∆Φ dV (V.15)

Konsequenz 5 (1. Greenscher Satz)

∫
A

Φ
∂Ψ
∂n

dA =
∫

V
(Φ∆Ψ + ∇Φ · ∇Ψ) dV (V.16)

Konsequenz 6 (2. Greenscher Satz)

∫
A

(
Φ

∂Ψ
∂n

− Ψ
∂Φ
∂n

)
dA =

∫
V

(Φ∆Ψ − Ψ∆Φ) dV (V.17)

V.3 Satz von Stokes

Satz von Stokes ∫
C

f · dx =
∫

A
(∇∧ f) · n dA (V.18)

Konsequenz 1 ∫
C

u dx + v dy =
∫

A

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dx dy (V.19)

Konsequenz 2 ∫
C

Φ dx = −
∫

A
(∇Φ) ∧ n dA (V.20)

V.4 Zylinderkoordinaten

Umrechnung

x = r cos ϕ, y = r sinϕ, z = z (V.21)

r =
√

x2 + y2, tan ϕ =
y

x
, z = z (V.22)

er = cos ϕ ex + sinϕ ey, eϕ = − sinϕ ex + cos ϕ ey, ez = ez (V.23)

ex = cos ϕ er − sinϕ eϕ, ey = sinϕ er + cos ϕ eϕ, ez = ez (V.24)
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V Vektoranalysis V.4 Zylinderkoordinaten

Ableitung der Einheitsvektoren Die ersten Ableitungen der Einheitsvektoren nach r, ϕ und z

sind null bis auf
∂er

∂ϕ
= eϕ,

∂eϕ

∂ϕ
= −er (V.25)

Gradient

∇Φ =
∂Φ
∂r

er +
1
r

∂Φ
∂ϕ

eϕ +
∂Φ
∂z

ez (V.26)

Divergenz

∇ · f =
1
r

∂

∂r
(rfr) +

1
r

∂fϕ

∂ϕ
+

∂fz

∂z
(V.27)

Rotation

∇∧ f =
1
r

∣∣∣∣∣∣∣∣

er reϕ ez

∂

∂r

∂

∂ϕ

∂

∂z
fr rfϕ fz

∣∣∣∣∣∣∣∣
(V.28)

=
(

1
r

∂fz

∂ϕ
− ∂fϕ

∂z

)
er +

(
∂fr

∂z
− ∂fz

∂r

)
eϕ +

1
r

(
∂(fϕr)

∂r
− ∂ur

∂ϕ

)
ez (V.29)

Laplace–Operator (skalar)

∆Φ =
∂2Φ
∂r2

+
1
r

∂Φ
∂r

+
1
r2

∂2Φ
∂ϕ2

+
∂2Φ
∂z2

(V.30)

Laplace–Operator (vektoriell)

∆f =
(

∆fr − 1
r2

[
fr + 2

∂fϕ

∂ϕ

])
er +

(
∆fϕ − 1

r2

[
fϕ − 2

∂fr

∂ϕ

])
eϕ + (∆fz)ez (V.31)

u · ∇
u · ∇ = ur

∂

∂r
+

uϕ

r

∂

∂ϕ
+ uz

∂

∂z
(V.32)

Divergenz eines Tensors

∇ · σ =
(

1
r

∂(σrrr)
∂r

+
1
r

∂σϕr

∂ϕ
+

∂σzr

∂z
− σϕϕ

r

)
er
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V Vektoranalysis V.4 Zylinderkoordinaten

+
(

1
r

∂(σrϕr)
∂r

+
1
r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

∂σzϕ

∂z
+

σrϕ

r

)
eϕ (V.33)

+
(

1
r

∂(σrzr)
∂r

+
1
r

∂σϕz

∂ϕ
+

∂σzz

∂z

)
ez

V.4.1 Wärmeleitungsgleichung

Wärmefluss

q = −k∇T = −k

(
∂T

∂r
er +

1
r

∂T

∂ϕ
eϕ +

∂T

∂z
ez

)
(V.34)

Wärmeleitungsgleichung (k = const)

ρC
∂T

∂t
− k

[
1
r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
+

1
r2

∂2T

∂ϕ2
+

∂2T

∂z2

]
= Q (V.35)

V.4.2 Navier–Stokes–Gleichung

Dehnraten–Tensor

err =
∂ur

∂r
, eϕϕ =

1
r

∂uϕ

∂ϕ
+

1
r
ur, ezz =

∂uz

∂z
(V.36)

2erϕ = 2eϕr = r
∂(r−1uϕ)

∂r
+

1
r

∂ur

∂ϕ
(V.37)

2erz = 2ezr =
∂ur

∂z
+

∂uz

∂r
(V.38)

2eϕz = 2ezϕ =
1
r

∂uz

∂ϕ
+

∂uϕ

∂z
(V.39)

Kontinuitätsgleichung (ρ �= const)

∂ρ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(ρurr) +

1
r

∂

∂ϕ
(ρuϕ) +

∂

∂z
(ρuz) = 0 (V.40)

Kontinuitätsgleichung (ρ = const)

1
r

∂(urr)
∂r

+
1
r

∂uϕ

∂ϕ
+

∂uz

∂z
= 0 (V.41)
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V Vektoranalysis V.5 Kugelkoordinaten

Navier–Stokes–Gleichung (ρ, η = const)

ρ

(
∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+ uz

∂ur

∂z
+

1
r

[
uϕ

∂ur

∂ϕ
− u2

ϕ

])

= −∂p

∂r
+ η

(
∆ur − 1

r2

[
ur + 2

∂uϕ

∂ϕ

])
(V.42)

ρ

(
∂uϕ

∂t
+ ur

∂uϕ

∂r
+ uz

∂uϕ

∂z
+

1
r

[
uϕ

∂uϕ

∂ϕ
+ uruϕ

])

= −1
r

∂p

∂ϕ
+ η

(
∆uϕ − 1

r2

[
uϕ − 2

∂ur

∂ϕ

])
(V.43)

ρ

(
∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+ uz

∂uz

∂z
+

1
r
uϕ

∂uz

∂ϕ

)

= −∂p

∂z
+ gz + η∆uz (V.44)

V.5 Kugelkoordinaten

Umrechnung

x = r sinϑ cos ϕ, y = r sin ϑ sinϕ, z = r cos ϑ (V.45)

r =
√

x2 + y2 + z2, cos ϑ =
z√

x2 + y2 + z2
, tan ϕ =

y

x
(V.46)

er = sin ϑ cos ϕex + sinϑ sinϕey + cos ϑez

eϑ = cos ϑ cos ϕex + cos ϑ sinϕey − sinϑez (V.47)

eϕ = − sinϕex + cos ϕey

ex = sinϑ cos ϕer + cos ϑ cos ϕeϑ − sinϕeϕ

ey = sinϑ sinϕer + cos ϑ sinϕeϑ − cos ϕeϕ (V.48)

ez = cos ϑer − sinϑeθ

Ableitung der Einheitsvektoren Die ersten Ableitungen der Einheitsvektoren nach r, ϑ und ϕ

sind null bis auf

∂er

∂ϑ
= eϑ,

∂eϑ

∂ϑ
= −er,

∂er

∂ϕ
= sin ϑeϕ,

∂eϑ

∂ϕ
= cos ϑeϕ,

∂eϕ

∂ϕ
= ez ∧ eϕ (V.49)

Gradient

∇Φ =
∂Φ
∂r

er +
1
r

∂Φ
∂ϑ

eϑ +
1

r sinϑ

∂Φ
∂ϕ

eϕ (V.50)
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V Vektoranalysis V.5 Kugelkoordinaten

Divergenz

∇ · f =
1
r2

∂

∂r
(r2fr) +

1
r sin ϑ

∂

∂ϑ
(sinϑfϑ) +

1
r sinϑ

∂fϕ

∂ϕ
(V.51)

Rotation

∇∧ f =
1

r2 sin ϑ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

er reϑ r sinϑeϕ

∂

∂r

∂

∂ϑ

∂

∂ϕ

fr rfϑ (r sin ϑ)fϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
r sinϑ

(
∂

∂ϑ
(sin ϑfϕ) − ∂fϑ

∂ϕ

)
er +

1
r

(
1

sinϑ

∂fr

∂ϕ
− ∂

∂r
(rfϕ)

)
eϑ (V.52)

+
1
r

(
∂

∂r
(rfϑ) − ∂fr

∂ϑ

)
eϕ

Laplace–Operator (skalar)

∆Φ =
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂Φ

∂r

)
+

1
r2 sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂Φ
∂ϑ

)
+

1
r2 sin2 ϑ

∂2Φ
∂ϕ2

(V.53)

V.5.1 Wärmeleitungsgleichung

Wärmefluss

q = −k∇T = −k

(
∂T

∂r
er +

1
r

∂T

∂ϑ
eϑ +

1
r sinϑ

∂T

∂ϕ
eϕ

)
(V.54)

Wärmeleitungsgleichung (k = const)

ρC
∂T

∂t
− k

[
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂T

∂r

)
+

1
r2 sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂T

∂ϑ

)
+

1
r2 sin2 ϑ

∂2T

∂ϕ2

]
= Q (V.55)
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